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Séparateurs d’un graphe

Un séparateur d’un graphe G est un ensemble S ⊂ V (G) tel que G \S
n’est pas connexe.

C’est un séparateur minimal si pour tout S′ ⊊ S, G \S′ est connexe.
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Énumérer les séparateurs minimaux?

Problème : Trouver un algorithme qui, étant donné un graphe G, génère
exactement une fois chaque séparateur minimal de G.
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Liens avec les paramètres de graphes
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Combien de séparateurs minimaux?

a

b

. . .

k chemins

3 choix → O(3n/3)
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Complexité de l’énumération

Entrée de taille n, N solutions à retourner.

1 Output-polynomial : temps total d’exécution poly(n,N)

2 Délai polynomial : poly(n) entre deux solutions

début fin| || | | | | ||

poly(n,N)

| | | | | | |

poly(n) poly(n)
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Aparté : (a,b)-séparateurs minimaux
I. Définition

• un graphe G = (V ,E),
• deux sommets a, b ∈ V tels que ab /∈ E

a b

S

(a,b)-séparateurs : les ensembles S ⊂ V tels que a et b sont dans
deux composantes connexes distinctes de G \S.

On regarde les minimaux pour l’inclusion avec cette propriété.
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Aparté : (a,b)-séparateurs minimaux
II. Différence avec les séparateurs minimaux

Deux (a,b) séparateurs minimaux (pour deux paires (a,b) différentes)
peuvent être inclus l’un dans l’autre.
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Aparté : (a,b)-séparateurs minimaux
III. Énumération

Problème : lister tous les (a,b)-séparateurs minimaux de G, sans
duplication
• pour une paire (a,b) donnée
• pour toutes les paires (a,b)

Pour chacun de ces deux problèmes, on connaît des algorithmes à
délai polynomial !

Caroline Brosse Énumération des séparateurs minimaux JGA 2023 9 / 16



Aparté : (a,b)-séparateurs minimaux
III. Énumération

Problème : lister tous les (a,b)-séparateurs minimaux de G, sans
duplication
• pour une paire (a,b) donnée
• pour toutes les paires (a,b)

Pour chacun de ces deux problèmes, on connaît des algorithmes à
délai polynomial !

Caroline Brosse Énumération des séparateurs minimaux JGA 2023 9 / 16



Retour aux séparateurs minimaux

Problème : Peut-on générer tous les séparateurs minimaux (pour
l’inclusion) d’un graphe en temps output-polynomial ?

Théorème (B., Defrain, Kurita, Limouzy, Uno, Wasa, 2023)
À moins que P = NP, il n’existe pas d’algorithme qui génère tous les
séparateurs minimaux d’un graphe en temps output-polynomial.
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Réduction : principe

Soit ϕ :
∧
j
(ℓj

1∨ ℓj
2∨ ℓj

3) une formule 3-SAT avec les variables x1, . . . ,xn.

ϕ = (x1 ∨ x̄2 ∨ x3)∧ (x4 ∨ x5 ∨ x̄3)∧ . . .

On va construire un graphe G dans lequel trouver un séparateur
minimal de taille au moins 4 est équivalent à satisfaire la formule ϕ.
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La construction
a

b

c1 c2

x1

x̄2

x3 x4 x5

x̄3

ϕ = (x1 ∨ x̄2 ∨ x3)∧ (x4 ∨ x5 ∨ x̄3)
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Une direction

Soit S un séparateur minimal pour l’inclusion.

|S|= 1

a

b

c1 c2

x1

x̄2

x3 x4 x5

x̄3

a

b

c1 c2

x1

x̄2

x3 x4 x5

x̄3

|S|= 2

a

b

c1 c2

x1

x̄2

x3 x4 x5

x̄3

|S|= 3

Si |S| ≥ 4, alors S correspond à une assignation des variables qui
satisfait ϕ.
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L’autre direction

ϕ = (x1 ∨ x̄2 ∨ x3)∧ (x4 ∨ x5 ∨ x̄3)
Soit I une assignation des variables qui satisfait ϕ. Par exemple,
x1 = x2 = x4 = 1, x3 = x5 = 0.

• T (I) := {uj
i | la i-ème variable de la clause j est assignée 1}

• F(I) := {w j
i | la i-ème variable de la clause j est assignée 0}

• J := {cj | la clause j est traversable}
a

b

c1 c2

x1

x̄2

x3 x4 x5

x̄3

S = T (I)∪F(I)∪ J
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Conclusion
a

b

c1 c2

x1

x̄2

x3 x4 x5

x̄3

Énumérer les séparateurs
minimaux d’un graphe est
aussi difficile qu’énumérer les
assignations de variables qui
satisfont une formule 3-SAT.

Théorème (B., Defrain, Kurita, Limouzy, Uno, Wasa, 2023)
À moins que P = NP, il n’existe pas d’algorithme qui génère tous les
séparateurs minimaux d’un graphe en temps output-polynomial.
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Merci de votre attention !
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