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Contexte : calcul distribué

sommets = unités de calcul
arétes = canaux de communication

Modélisation : graphe, {

Objectif : vérifier localement une propriété du graphe, a I'aide de certificats

S X
Graphe (globalement) accepté <= tous les sommets acceptent (consensus)

G vérifie P <= il existe une assignation des certificats tel que G soit accepté
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Exemple : comment certifier qu'un graphe est un chemin?
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Ensembles dominants a distance t

S dominant a distance t <= Vv e V,3ue S,d(u,v)

N
~
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Ensembles dominants a distance t

S dominant a distance t <= VYve V,Jue S,d(u,v) <t

Certification triviale avec t certificats (certificat = distance a S).
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Ensembles dominants a distance t
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Certification triviale avec t certificats (certificat = distance a S).
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Ensembles dominants a distance t

S dominant a distance t <= Vv e V,3ue S,d(u,v)

N
~

Certification triviale avec t certificats (certificat = distance a S).

Optimal ? Non.

Théoreme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

©(V/t) certificats sont nécessaires et suffisants pour certifier un ensemble dominant
a distance t.

Nicolas Bousquet, Laurent Feuilloley, Sébastien Zeitoun Certification locale de propriétés locales 21 novembre 2023 4/9



Ensembles dominants a distance t

Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

©(V/t) certificats sont nécessaires et suffisants pour certifier un ensemble dominant
a distance t.
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Ensembles dominants a distance t

Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

©(V/t) certificats sont nécessaires et suffisants pour certifier un ensemble dominant
a distance t.

Borne inf : Q(1/t) sont nécessaires.
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Ensembles dominants a distance t

Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

©(V/t) certificats sont nécessaires et suffisants pour certifier un ensemble dominant
a distance t.

Borne inf : Q(1/t) sont nécessaires.

Preuve : par 'absurde. Supposons que < v/t certificats soient suffisants.
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Ensembles dominants a distance t

Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

©(V/t) certificats sont nécessaires et suffisants pour certifier un ensemble dominant
a distance t.

Borne sup : O(+/t) sont suffisants.
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Ensembles dominants a distance t
Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

©(V/t) certificats sont nécessaires et suffisants pour certifier un ensemble dominant
a distance t.

Borne sup : O(+/t) sont suffisants.
Idée : utiliser les mots de De Bruijn.
Définition
Un mot de De Bruijn sur I'alphabet {1,...,[/t]} est un mot w de longueur t tel
que chaque mot de longueur 2 apparait au plus une fois comme facteur de w.
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Idée : utiliser les mots de De Bruijn.
Définition
Un mot de De Bruijn sur I'alphabet {1,...,[/t]} est un mot w de longueur t tel
que chaque mot de longueur 2 apparait au plus une fois comme facteur de w.

Certification :  d(u,S) =i — u recoit le certificat (w;,i mod 3)
(S = sommets marqués)

Vérification :

o si bed facteur de w
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que chaque mot de longueur 2 apparait au plus une fois comme facteur de w.

Certification :  d(u,S) =i — u recoit le certificat (w;,i mod 3)

(S = sommets marqués)

Vérification :

o si bed facteur de w

o si abc facteur de w
21 novembre 2023 6/9

Nicolas Bousquet, Laurent Feuilloley, Sébastien Zeitoun Certification locale de propriétés locales



Ensembles dominants a distance t
Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

©(V/t) certificats sont nécessaires et suffisants pour certifier un ensemble dominant
a distance t.

Borne sup : O(+/t) sont suffisants.
Idée : utiliser les mots de De Bruijn.
Définition
Un mot de De Bruijn sur I'alphabet {1,...,[/t]} est un mot w de longueur t tel
que chaque mot de longueur 2 apparait au plus une fois comme facteur de w.

Certification :  d(u,S) =i — u recoit le certificat (w;,i mod 3)

(S = sommets marqués)

Vérification :
bc n'apparait
qu’une seule fois dans w

o si bed facteur de w

o si abc facteur de w
21 novembre 2023 6/9

Nicolas Bousquet, Laurent Feuilloley, Sébastien Zeitoun Certification locale de propriétés locales



Et si les sommets peuvent voir a distance d > 17
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Et si les sommets peuvent voir a distance d > 17

Vue d'un sommet = toutes les informations
a distance < d :

= |es sommets
= |es arétes
= |es certificats
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Et si les sommets peuvent voir a distance d > 17

Vue d'un sommet = toutes les informations
a distance < d :
= |es sommets

= |es arétes
= les certificats

Question : Comment diminue la
taille des certificats quand d augmente ? r’d d—6
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Et si les sommets peuvent voir a distance d > 17

Vue d'un sommet = toutes les informations
a distance < d :

= |les sommets
= |es arétes
= les certificats

Question : Comment diminue la
taille des certificats quand d augmente? r'd d—6

Théoreme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

Si les sommets voient 3 distance d, ©(log t/d) bits sont nécessaires et suffisants
pour certifier un ensemble dominant a distance t.

Nicolas Bousquet, Laurent Feuilloley, Sébastien Zeitoun Certification locale de propriétés locales 21 novembre 2023 7/9



Et si les sommets peuvent voir a distance d > 17

Vue d'un sommet = toutes les informations
a distance < d :

= |les sommets
= |es arétes
= les certificats

Question : Comment diminue la
taille des certificats quand d augmente? r'd d—6

Théoreme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

Si les sommets voient 3 distance d, ©(log t/d) bits sont nécessaires et suffisants
pour certifier un ensemble dominant a distance t.

Preuve : en utilisant les mots de De Bruijn (similaire).
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Et si les sommets peuvent voir a distance d > 17

Vue d'un sommet = toutes les informations
a distance < d :

= |les sommets
= |es arétes
= les certificats

Question : Comment diminue la
taille des certificats quand d augmente? b d

Théoreme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

Si les sommets voient 3 distance d, ©(log t/d) bits sont nécessaires et suffisants
pour certifier un ensemble dominant a distance t.

Preuve : en utilisant les mots de De Bruijn (similaire).

Trade-off conjecture
Si s bits sont suffisants a distance 1, alors O(s/d) bits sont suffisants a distance d.J
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Autres résultats
Colorabilité : certification triviale avec k certificats.
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Autres résultats
Colorabilité : certification triviale avec k certificats.

Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.) J

Si les sommets voient a distance 1, k certificats sont nécessaires.
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Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

Si les sommets voient a distance 1, k certificats sont nécessaires.

Théoreme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

Si les sommets voient a distance d, Q(log k/d) bits sont nécessaires.

Question : si les sommets voient a distance d, Q(log k) bits sont-ils nécessaires ?

Couplages parfaits : il existe une certification avec O(A) certificats.
Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

o O(log t) bits sont suffisants pour les graphes de treewidth t
o 2 bits sont suffisants pour les graphes planaires
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Autres résultats
Colorabilité : certification triviale avec k certificats.

Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)
Si les sommets voient a distance 1, k certificats sont nécessaires. J
Théoreme (Bousquet, Feuilloley, Z.)
Si les sommets voient a distance d, Q(log k/d) bits sont nécessaires. J

Question : si les sommets voient a distance d, Q(log k) bits sont-ils nécessaires ?

Couplages parfaits : il existe une certification avec O(A) certificats.
Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

o O(log t) bits sont suffisants pour les graphes de treewidth t
o 2 bits sont suffisants pour les graphes planaires

Théoreme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

A certificats sont nécessaires pour certifier |'existence d'un couplage parfait.
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Autres résultats
Colorabilité : certification triviale avec k certificats.

Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)
Si les sommets voient a distance 1, k certificats sont nécessaires. J
Théoreme (Bousquet, Feuilloley, Z.)
Si les sommets voient a distance d, Q(log k/d) bits sont nécessaires. J

Question : si les sommets voient a distance d, Q(log k) bits sont-ils nécessaires ?

Couplages parfaits : il existe une certification avec O(A) certificats.
Théoréme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

o O(log t) bits sont suffisants pour les graphes de treewidth t
o 2 bits sont suffisants pour les graphes planaires

Théoreme (Bousquet, Feuilloley, Z.)

A certificats sont nécessaires pour certifier |'existence d'un couplage parfait.

Question : borne inf a distance d > 17
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Merci pour votre attention !



